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Аннотация 
Для повышения эффективности работы теплоэнергетических агрегатов необходимо ко-
личественно оценивать влияние основных технологических факторов на производитель-
ность котельной. Данная проблема особенно актуальна при поиске резервов энергосбере-
жения и оптимизации режимов работы с учётом экологических ограничений. В статье 
представлена методика построения трёхфакторной степенной мультипликативной 
производственной функции, позволяющей описывать зависимость производительности 
котельной от расхода природного газа, расхода электроэнергии на собственные нужды и 
уровня выбросов оксидов азота. В основе методики лежит применение метода наимень-
ших квадратов к логарифмически преобразованным данным экспериментальных испыта-
ний. Параметры модели идентифицируются после линеаризации исходного нелинейного 
уравнения методом наименьших квадратов. Использование трёх факторов даёт возмож-
ность определить чувствительность производства энергии к изменению количества 
топлива, электроэнергии и экологической составляющей. Методика может быть также 
применена для прогнозирования выходных показателей котельной при различных сочета-
ниях затрат ресурсов с учетом выбросов в атмосферу. 
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Abstract  
To improve the efficiency of heat and power units, it is necessary to quantify the influence of major 
technological factors on the productivity of a boiler room. This problem is particularly relevant 
when looking for energy-saving reserves and optimizing operating regimes with environmental 
constraints in mind. The article presents a method for constructing a three-factor stepper multipli-
cative production function, which makes it possible to describe the dependence of the productivity 
of a company on the consumption of natural gas, electricity consumption for its own needs and the 
level of emissions of nitrogen oxides. The methodology is based on the application of the least 
squares method to logarithmically converted experimental data. The model parameters are identi-
fied after linearization of the original non-linear uranium by the least squares. The use of three fac-
tors makes it possible to determine the sensitivity of energy production to changes in the quantity 
of fuel, electricity and the environmental component. The method can also be used to predict boiler-
house output for various combinations of resource costs, taking into account emissions to the at-
mosphere. 
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Введение  

Проблема повышения эффективности энергопроизводства является особенно ак-
туальной для предприятий основное оборудование которых, работает в нерасчетных 
режимах. Функционирование основного оборудования в летний период часто происхо-
дит на наименее эффективных низких нагрузках, что осложняет выбор сбалансиро-
ванных параметров работы и влияет на экологическую ситуацию [1]. Модельные ис-
следования энергоэффективности работы котлов на основе системных подходов поз-
воляет выявить комплексное влияние расхода энергетических ресурсов с учетом эко-
логических факторов на производственные процессы, определить не только каче-
ственные, но и количественные характеристики взаимодействия. 

Материалы и методы  

Для количественного описания зависимости производительности котельной от 
основных технологических факторов в данной работе применяется производственная 
функция, широко используемая в экономико-математическом моделировании [2]. 
Предложенная производственная функция учитывает специфику работы теплоэнерге-
тического агрегата, благодаря чему становится возможным определить влияние каж-
дого используемого ресурса на формирование конечного продукта и обнаружить по-
тенциальные возможности для роста эффективности. В основу построения и проверки 
модели легли результаты испытаний котельной в реальных условиях. 

 
Таблица 1 

Результаты экспериментальных испытаний 
№ Dпр, т/ч G газа,  тыс. м

3
/ч Эдв, кВтч/тп Nox, мг/м

3
 

1 112,78   9,112 4,34 173,34 

2 120,16 11,226 2,80 180,31 

3 125,19 11,147 3,50 152,09 

4 127,52 11,540 2,59 187,61 

5 128,98 10,491 3,96 188,48 

6 144,96 12,409 3,64 164,70 

7 148,95 12,532 2,92 174,61 

8 152,80 12,619 4,48 180,64 

9 170,69 13,429 3,60 173,34 

10 200,39 15,139 3,74 151,17 

 
 Трехфакторную неоднородную производственную функцию построим в мульти-

пликативной форме: 

𝑌 = 𝑀 ∙ 𝑋1
1 ∙ 𝑋2

2 ∙ 𝑋3
3  (1) 

где Y – производительность котельной (Dпр), т/ч; 𝑋1 – расход природного газа,  тыс. 
м³/ч; 𝑋2 – расход электроэнергии на собственные нужды, кВт·ч/тп; 𝑋3 – выбросы окси-
дов азота, мг/м³; M – масштабный коэффициент; 1, 2, 3 – коэффициенты эластично-
сти выпуска по соответствующим факторам, которые являются логарифмическими 
функциями чувствительности Y к соответствующим параметрам 

1 =
𝑋1

𝑌
∙

𝜕𝑌

𝜕𝑋1
=

𝜕 ln 𝑌

𝜕 ln 𝑋1
,2 =

𝑋2

𝑌
∙

𝜕𝑌

𝜕𝑋2
=

𝜕 𝑙𝑛 𝑌

𝜕 𝑙𝑛 𝑋2
  и 3 =

𝑋3

𝑌
∙

𝜕𝑌

𝜕𝑋3
=

𝜕 ln 𝑌

𝜕 ln 𝑋3
. 

Особенность используемой модели – это её неоднородность 

1 + 2 + 3  1. 
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В отличие от классической функции Кобба-Дугласа с постоянной отдачей от мас-
штаба (∑𝑖 = 1), здесь сумма эластичностей может быть больше или меньше единицы. 
Если ∑𝑖 1, то одновременное увеличение всех ресурсов на 1% даёт прирост выпуска 
более 1% – это возрастающая отдача. Такой эффект часто наблюдается при загрузке 
оборудования в оптимальном диапазоне. Если же ∑𝑖 1, то отдача убывающая, что 
может сигнализировать об избыточности ресурсов или технологических 
ограничениях. 

Неизвестные коэффициенты модели были определены стандартным методом 
наименьших квадратов. Для расчёта параметров модели (1) её сначала 
логарифмируют, превращая в линейное уравнение:  

ln(𝑦) = ln 𝑀 + 1 ln 𝑋1 + 2 ln 𝑋2 + 3 ln 𝑋3 (2) 

Это стандартный приём, который превращает нелинейную задачу в обычную 
множественную линейную регрессию. Расчёт по методу наименьших квадратов на ло-
гарифмированных данных позволяет получить правильные и устойчивые оценки ко-
эффициентов. После расчёта коэффициенты 1, 2, 3  и масштабный множитель M 
подставляются обратно в исходную степенную функцию. 

Выбор мультипликативной степенной функции (1) для описания работы котель-
ной обусловлен рядом преимуществ. Во-первых, такая форма естественным образом 
отражает взаимодействие факторов: выпуск продукции равен нулю, если хотя бы один 
ресурс отсутствует, что соответствует физическому смыслу. Во-вторых, коэффициенты 
1, 2, 3 имеют прямую экономическую интерпретацию, они показывают, на сколько 
процентов изменится производительность котельной при изменении соответствую-
щего фактора на 1%. Это и есть эластичности выпуска [1, 3]. 

Использование трёх факторов позволяет проанализировать вклад топлива, элек-
троэнергии на собственные нужды на производство энергии, учитывая ограничения 
по экологическим нормам (выбросы NO𝑥). Такой подход даёт возможность, в отличие 
от применяемых стандартных статистических методов [4, 5], не только прогнозиро-
вать производительность, но и оценивать, насколько эффективно используется каж-
дый ресурс, а также выявлять резервы для снижения затрат или улучшения экологиче-
ских показателей. 

Обсуждение  

Первым этапом анализа является оценка общего качества аппроксимации и ста-
тистической значимости модели. Коэффициент детерминации R² = 0,93 показывает, 
что различия в производительности котельной на 93% связаны с изменением трёх 
учтённых факторов: расхода газа, электроэнергии и уровня выбросов. Значение 
F-статистики получилось 55,6 – это намного больше порога (около 9,78), который ну-
жен для надёжного результата. Поэтому можно с уверенностью сказать, что  модель 
работает. Среднеквадратическая ошибка σ = 0,0487 означает, что после обратного пре-
образования из логарифмической формы относительная ошибка составляет около 
4,87%, что делает модель пригодной для решения практических инженерных задач. 
Критерий Дарбина-Уотсона DW = 2,36 находится в интервале, близком к 2, что позво-
ляет сделать вывод об отсутствии автокорреляции остатков первого порядка. Сово-
купность этих критериев подтверждает пригодность модели для описания реальных 
процессов и для прогнозирования. 

Важнейшим этапом является оценка статистической значимости отдельных ко-
эффициентов регрессии с помощью соответствующего критерия. Для коэффициента 
эластичности по расходу газа t₁ = 9,46, что намного превышает критическое значение 
t-критерия Стьюдента (при уровне значимости 0,05 и числе степеней свободы 6 tкрит ≈ 
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2,447). Следовательно, влияние расхода газа на производительность котельной имеет 
статистическое значение. Коэффициент эластичности по расходу электроэнергии  t₂ = 
2,79, что также превышает критическое значение 2,447, поэтому данная переменная 
также значима. Показатель надёжности для коэффициента при выбросах NOx равен  
0,19 – это намного ниже допустимого предела. Следовательно, считать, что α₃ не равен 
нулю, нет оснований: выбросы оксидов азота не значительно влияют на производи-
тельность котельной. Аналогично для  масштабного коэффициента M равному 0,9668, 
что меньше 2,447, следовательно и этот параметр не является значимым в логарифми-
ческой регрессии. Таким образом, определяющее влияние на выпуск продукции оказы-
вают два основных фактора: расход газа и расход электроэнергии, тогда как вклад вы-
бросов NOx является весьма малым. 

Анализ значимых коэффициентов эластичности позволяет сделать важные тех-
нологические выводы. Коэффициент ₁ = 1,22 означает, что при увеличении расхода 
природного газа на 1% производительность котельной возрастает на 1,22%. Это зна-
чение превышает единицу, что указывает на возрастающую отдачу от использования 
топливного ресурса. Таким образом, рост подачи газа приводит к пропорциональному 
увеличению выработки тепловой энергии. Коэффициент эластичности по электро-
энергии ₂ = 0,26 положителен, но существенно меньше единицы. Это означает, что 
увеличение расхода электроэнергии на собственные нужды на 1% даёт лишь 0,26% 
прироста производительности. Таким образом, использование электроэнергии в про-
изводственном процессе сопровождается убывающей эффективностью: дополнитель-
ные затраты этого ресурса дают всё меньший прирост выпуска. Коэффициент эластич-
ности по выбросам NOx α₃ = 0,05 имеет малое численное значение. Важной характери-
стикой производственной функции является отдача от масштаба, определяемая как 
сумма коэффициентов эластичности. Для всех трёх факторов сумма ₁ + ₂ + ₃ = 1,22 + 
0,26 + 0,05 = 1,53, что больше единицы. Если же исключить коэффициент по выбросам, 
то сумма более значимых факторов составляет 1,48. В обоих случаях отдача от масшта-
ба является возрастающей.  

Выводы  

Таким образом, на основе выполненного анализа можно сформулировать следу-
ющие выводы: 

1. Построенная трёхфакторная степенная мультипликативная производственная 
функция демонстрирует высокие аппроксимативные свойства (R² = 0,93) и статистиче-
скую значимость по F-критерию, а также точность прогноза (относительная ошибка 
около 5%) и отсутствие автокорреляции остатков (DW = 2,36).  

2. Наиболее значимым фактором производительности котельной является расход 
природного газа с эластичностью 1,22. Расход электроэнергии также положительно, но 
слабо влияет на выпуск (эластичность 0,26). Возрастающая отдача от масштаба (сум-
марная эластичность около 1,5) указывает на наличие резервов повышения эффектив-
ности при наращивании загрузки котельной. Фактор выбросов NOx является наименее 
значимым. Для целей управления и прогнозирования возможно также использовать 
двухфакторную модель, включающую только расход газа и электроэнергии, что позво-
лит упростить расчёты без потери качества. 
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