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Аннотация 
Приведена оценка эффективности двух численных методов решения многомерных задач 
теории теплопроводности ‒ метода дробных шагов и метода Либмана. Сравнение эф-
фективности данных методов выполнено для условий работы промышленных печей на 
примере расчета симметричного нагрева двумерного цилиндра и трехмерной пластины, 
изготовленных из материалов с разными теплофизическими свойствами (корунд, керами-
ческий кирпич и углеродистая сталь). Двумерное осесимметричное температурное поле 
для цилиндра и трехмерное поле температур для заготовки в виде параллелепипеда 
найдено методом сеток при граничных условиях II и III родов. Разностная аппроксимация 
дифференциальных уравнений и краевых условий выполнена методом контрольного объе-
ма по неявной конечно-разностной схеме. Разработанные алгоритмы решения многомер-
ных задач внутреннего теплообмена методом дробных шагов и методом Либмана реали-
зованы в виде компьютерных программ в среде программирования Object Pascal. При срав-
нении эффективности решения многомерных задач данными методами в качестве кри-
терия оптимизации использовали критерий эффективности разностных схем (КЭРС), 
предложенный В.В. Бухмировым и Т.Е. Созиновой. Построены номограммы для выбора оп-
тимальных параметров пространственно-временной сетки и наилучшего численного ме-
тода решения многомерных задач для конкретного процесса нагрева (охлаждения) твер-
дого тела. 
 
Ключевые слова: многомерные задачи теории теплопроводности, метод дробных шагов, 
метод Либмана, критерий эффективности разностных схем, моделирование нагрева 
(охлаждения) твердых тел цилиндрической и прямоугольной формы. 
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Abstract  
The efficiency of two numerical methods for solving multidimensional problems of the theory of 
thermal conductivity ‒ the fractional steps method and the Liebman method - is evaluated. The ef-
ficiency of these methods is compared for the operating conditions of industrial furnaces by the ex-
ample of calculating the symmetrical heating of a two-dimensional cylinder and a three-
dimensional plate made of materials with different thermophysical properties (corundum, ceramic 
brick and carbon steel). A two-dimensional axisymmetric temperature field for a cylinder and a 
three-dimensional temperature field for a workpiece in the form of a parallelepiped were found by 
the grid method under boundary conditions of the II and III genera. The difference approximation 
of differential equations and boundary conditions is performed by the control volume method ac-
cording to an implicit finite difference scheme. The developed algorithms for solving multidimen-
sional problems of internal heat transfer by fractional steps and the Liebman method are imple-
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mented in the form of computer programs in the Object Pascal programming environment. When 
comparing the effectiveness of solving multidimensional problems with these methods, the criterion 
of the effectiveness of difference schemes (CERS) proposed by V.V. Bukhmirov and T.E. Sozinova was 
used as an optimization criterion. Nomograms are constructed to select the optimal parameters of 
the space-time grid and the best numerical method for solving multidimensional problems for a 
specific process of heating (cooling) a solid body. 
 
Keywords: multidimensional problems of the theory of thermal conductivity, fractional steps 
method, Liebman method, criterion of efficiency of difference schemes, modeling of heating (cool-
ing) of cylindrical and rectangular solids. 

Введение  

Ключевой задачей математического моделирования является разработка эффек-
тивных вычислительных алгоритмов. При этом с развитием вычислительной техники 
задача выбора оптимальных параметров расчетной области не становится менее акту-
альной, а напротив, увеличение производительности современных компьютеров со-
здает возможность для постановки всё более сложных многовариантных задач, время 
решения которых напрямую зависит от применяемых численных методов и алгорит-
мов их решения. 

В реальных теплотехнических агрегатах задача теплопроводности, как правило, 
является многомерной, так как обрабатываемые тела имеют сложную геометрическую 
форму. Решение многомерных задач теории теплопроводности можно получить ана-
литическими и численными методами. Аналитические решения многомерных задач 
теплопроводности громоздки и получены лишь для немногих частных случаев [1], по-
этому в настоящее время наиболее распространенными методами решения многомер-
ных задач теории теплопроводности являются численные методы [2-4]. При разработ-
ке эксклюзивных численных математических моделей тепломассообмена наибольшее 
распространение получил метод конечных разностей или метод сеток. Для решения 
построенных на основе метода конечных разностей разностных схем в многомерных 
задачах теплопроводности, обычно применяют различные итерационные методы, а 
также метод дробных шагов [3, 5, 6].  

Среди итерационных методов расчета, используемых для решения задач большой 
размерности, следует отметить метод простой итерации, метод Либмана и метод ите-
рации с введением коэффициента релаксации. Все они основаны на многократном по-
вторении одного и того же алгоритма, который дает результат, постепенно приближа-
ющийся к точному решению. Различие между методами простой итерации и Либмана 
заключается в разных способах присваивания новых значений переменным. В методе 
простой итерации присваивание уточненных значений производится после окончания 
расчетов на данном шаге итерации всем переменным одновременно. В методе Либмана 
уточненные значения переменных используются сразу же после их получения. В связи 
с этим скорость сходимости метода Либмана значительно выше скорости сходимости 
метода простой итерации [6].  

Идея метода дробных шагов заключается в замене многомерной задачи совокуп-
ностью одномерных, каждая из которых учитывает перенос тепла вдоль одного из ко-
ординатных направлений. При этом расчет проводится поэтапно: на первом этапе 
находят некоторые промежуточные значения температур при учете переноса тепла 
только вдоль одной из осей координат, на втором этапе эти промежуточные значения 
рассматриваются в качестве исходных и производится учет теплопереноса вдоль дру-
гой оси. 

Итерационные методы и метод дробных шагов отличаются друг от друга своей 
точностью и эффективностью. Цель данной работы заключается в сравнении эффек-
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тивности двух основных методов решения многомерных задач теории теплопроводно-
сти ‒ метода дробных шагов и метода Либмана.  При этом для количественной оценки 
эффективности численных методов был применен критерий эффективности разност-
ных схем (КЭРС) [7-10].    

Материалы и методы  

Сравнение эффективности метода дробных шагов и метода Либмана выполнено 
для условий работы промышленных печей при симметричном нагреве двумерного ци-
линдра и трехмерной пластины, изготовленных из материалов с разными теплофизи-
ческими свойствами: корунда, керамического кирпича и углеродистой стали (рис. 1).  
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Рис. 1. К расчету температурного поля многомерных тел: 
а) двумерный цилиндр (D, Z - диаметр и высота цилиндра); 

б) трехмерная пластина (X, Y, Z - длина, ширина и высота пластины) 

 
Дифференциальные уравнения теплопроводности для расчета осесимметричного 

температурного поля цилиндра и заготовки прямоугольной формы имеют вид: 

2 2

2 2

T T 1 T T
a ,

r rr z

    
   

      

(1) 

2 2 2

2 2 2

T T T T
a .

x y z

    
   

     

 (2) 

На поверхностях твердых тел были рассмотрены граничные условия II или III ро-
дов. Разностная аппроксимация дифференциальных уравнений и краевых условий вы-
полнена методом контрольного объема по неявной конечно-разностной схеме, в ре-
зультате которой получена система линейных алгебраических разностных уравнений 
для внутренних и граничных узлов в виде: 

для двумерного цилиндра 
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для трехмерной пластины 
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(4) 

где m m
i,j i,j,kT , T  – температура в узлах сетки; i, j, k – номера узлов по пространству; m – но-

мер расчетного момента времени. 
Алгоритмы решения конечно-разностных уравнений (3) и (4) методом дробных 

шагов и методом Либмана были реализованы в виде компьютерных программ на язы-
ке программирования Object Pascal. 

Как уже было отмечено выше, для количественной оценки эффективности этих 
двух численных методов решения многомерной задачи теории теплопроводности ис-
пользовали критерий эффективности разностных схем (КЭРС), предложенный на ка-
федре Теоретических основ теплотехники ИГЭУ [7-10]. При этом разностная сетка, 
обеспечивающая заданную точность расчета при максимальном значении КЭРСа, явля-
ется оптимальной.  

Формула для расчета критерия эффективности разностных схем в общем случае 
имеет вид [10]: 

   
1

эрс рс x x x конK N 1 N 1 N 1 /
1 2 3


       
 

 (5) 

где рс – коэффициент, характеризующий удельные вычислительные затраты, т.е. ко-
личество элементарных операций, приходящихся на один узел пространственной сет-
ки при расчете одного шага по времени; Nx1, Nx2, Nx3 – число разностных слоев по трем 
ортогональным координатам; τкон – время нагрева; τ  – шаг по времени. 

При определении рс в качестве единицы измерения удобно использовать вели-
чину удельных вычислительных затрат, необходимых для реализации некоторого ба-
зового алгоритма. В этом случае коэффициент рс приобретает смысл коэффициента 
относительной трудоемкости, который может быть определен по соотношению вре-
мени расчета по программам, реализующим исследуемый и базовый алгоритмы реше-
ния разностных схем. 

Для корректного определения коэффициента относительной трудоемкости р.с. 
необходимо: 

– вычислительные программы писать на одном и том же языке программирова-
ния и в одном стиле (организация циклов, описание идентичных переменных и т.п.); 

– вычислительный эксперимент проводить на одном классе персональных ком-
пьютеров. 

В качестве базовой схемы была принята разностная схема, реализуемая методом 
дробных шагов. Коэффициент относительной трудоемкости для базовой разностной 

схемы по определению равен единице МД
рс 1  . Коэффициент относительной трудоем-

кости для метода Либмана находили как отношение времени расчета этим методом к 
времени расчета базовым методом: 

МЛ
МЛ
р.с МД


 


 (6) 

Для решения поставленной задачи необходимо исследовать зависимость крите-
рия эффективности разностных схем от относительной максимальной погрешности 
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расчета температурного поля Δmax при разном числе сеточных слоев по пространству и 
времени.  

Максимальную относительную погрешность расчета температурного поля трех-
мерной пластины и двумерного цилиндра в конечный момент времени определяли по 
формулам: 

М
i j k кон i,j,k

i,j,k
max

i j k кон

max T(x ,y ,z , ) T

T(x ,y ,z , )

 

 


    и   

М
i j кон i,j

i,j
max

i j кон

max T(r ,z , ) T

T(r ,z , )

 

 


 (7) 

где T(xi, yj, zk, τкон) и T(ri, zj, τкон) – точные значения температур в узлах пространствен-

ной сетки в момент времени τкон; M
i,j,kT  и M

i,jT  – значения температур в узлах простран-

ственной сетки в момент времени М, соответствующий конечному моменту времени 
τкон, рассчитанные по методу конечных разностей. 

Точные значения температур T(xi, yj, zk, τкон) и T(ri, zj, τкон) найдены суперпозицией 
(наложением) температурных полей тел простой формы, которые получены по извест-
ному аналитическому решению [11, 12].  

Результаты  

В результате расчета получили зависимости коэффициента относительной тру-

доемкости МЛ
р.с  от числа разностных слоев по пространству N для двумерного цилин-

дра (пунктирная линия) и трехмерной пластины (сплошная линия) при граничных 
условиях II и III рода (рис. 2). Графики построены при постоянном значении шага по 
времени, равном одной секунде Δτ = 1 с.  

Из графиков, показанных на рис.2, видно, что зависимость МЛ
р.с f(N)  имеет коле-

бательный характер и с увеличением числа разностных слоев по пространству коэф-
фициент относительной трудоемкости возрастает. При этом абсолютное значение 

МЛ
р.с  зависит от теплофизических свойств материала. Колебательный характер зави-

симости МЛ
р.с f(N)   объясняется изменением погрешности аппроксимации в зависимо-

сти от числа слоев разбиения по пространству. 
Анализ данных, представленных на рис. 2, позволяет заключить, что трудоем-

кость метода Либмана в основном выше трудоемкости метода дробных шагов, однако 
при условии N < 15 и Δτ ≤ 1 c коэффициент относительной трудоемкости метода Либ-

мана меньше единицы МЛ
р.с 1  , что говорит о меньшей трудоемкости метода Либмана 

по сравнению с методом дробных шагов. 
При численной реализации разработанной математической модели теплопровод-

ности необходимо обеспечить заданную точность расчета при минимальном объеме 
вычислений. Для этого необходимо выбрать оптимальные размеры сеточной области 
для решения конкретной краевой задачи. В результате компьютерного исследования 
построены 12 номограмм, которые позволяют для конкретного случая кондуктивного 
теплообмена рассчитывать оптимальные параметры пространственно-временной сет-
ки и выбирать предпочтительный метод численного расчета многомерных задач теп-
лопроводности по критерию эффективности разностных схем (КЭРС).  

На номограммах показана зависимость КЭРС для метода дробных шагов и для ме-
тода Либмана и сеточных параметров (N, Δτ) от максимальной относительной погреш-
ности расчета температурного поля в конечный момент времени (Δmax). 
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а) корунд 

 
б) керамический кирпич 

 
в) углеродистая сталь 

                 - двумерный цилиндр;                         - трехмерная пластина 
о – граничные условия II рода;  ж – граничные условия III рода  

 

Рис. 2. Зависимость коэффициента относительной трудоемкости 
метода Либмана от числа разностных слоев по пространству 
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ж – метод дробных шагов; о – метод Либмана 

Рис. 3. Зависимость КЭРС от максимальной относительной погрешности 
и параметров разностной сетки в конечный момент времени нагрева 

для трехмерной пластины при граничных условиях II рода (материал – корунд) 
 

Номограммы построены для двумерного цилиндра и трехмерной пластины, изго-
товленных из материалов с разными теплофизическими свойствами, при граничных 
условиях II и III рода. Графики построены при одинаковом числе разностных слоев по 
каждому из координатных направлений N. В качестве примера на рис. 3 представлена 
номограмма для трехмерной пластины, изготовленной из корунда, при граничных 
условиях II рода.  

Зависимости Кэрс=f(Δmax, Δτ, N) позволяют по заданной точности расчета Δmax по-
добрать значения N и Δτ, при которых значение КЭРС имеет максимальное значение. 
Также по заданному числу разностных слоев по пространству и времени можно опре-
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делить максимальную относительную погрешность расчета температурного поля и 
значение КЭРС. Например, из анализа графиков на рис. 3 следует, что расчет темпера-
турного поля трехмерной пластины, изготовленной из корунда, с точностью менее 1% 
необходимо выполнять методом дробных шагов при числе слоев по пространству N=20 
и шаге по времени Δτ = 85с. 

Установлено, что соотношение эффективности методов дробных шагов и Либма-
на зависит от параметров пространственно-временной сетки. Так, например, на рис. 3 
видно, что при N≥30 и Δτ <20с, а также при N = 10 и Δτ<5с критерий эффективности 
имеет одинаковое значения для метода дробных шагов и метода Либмана. Однако, при 
N = 20 и Δτ = 50с критерий эффективности метода дробных шагов ~ в 25 раз больше 
критерия эффективности метода дробных шагов.  

Выводы  

1. Исследована эффективность двух основных методов решения многомерных за-
дач теории теплопроводности ‒ метода дробных шагов и метода Либмана. Для сравни-
тельной оценки эффективности методов применен критерий эффективности разност-
ных схем, предложенный на кафедре ТОТ ИГЭУ. 

2. Разработаны алгоритмы решения многомерных задач внутреннего теплообме-
на методом дробных шагов и методом Либмана, которые реализованы в виде компью-
терных программ. 

3. Компьютерное исследование показало, что трудоемкость метода Либмана в ос-
новном выше трудоемкости метода дробных шагов. Однако, при определенных пара-
метрах пространственно-временной сетки (N <15 и Δτ ≤ 1c) скорость расчета методом 
Либмана выше скорости расчета методом дробных шагов. 

4. Анализ эффективности методов дробных шагов и метода Либмана показал, что 
при расчете на разностных сетках с большим шагом по времени и пространству эффек-
тивнее оказывается метод дробных шагов. На сетках с мелким шагом по времени и 
пространству эффективность метода дробных шагов практически совпадает с эффек-
тивностью метода Либмана. 

5. По результатам компьютерного моделирования построены номограммы для 
расчета оптимальных сеточных параметров и выбора предпочтительного метода чис-
ленного расчета многомерных задач теплопроводности по критерию эффективности 
разностных схем (КЭРС)  

6. Результаты данной работы в дальнейшем могут быть использованы при мате-
матическом моделировании процессов теплопроводности в телах цилиндрической и 
прямоугольной формы (керамический кирпич, абразивные круги, стальные заготовки) 
при их термообработке в промышленных печах [13, 14] и в других элементах тепло-
энергетического оборудования.  
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